Tema 8

Problemas

Alfonso V. Ramallo

[1] Una particula de masa m esta en el estado fundamental de un oscilador armonico unidimen-
sional de frecuencia w. En el instante de tiempo ¢ = 0 se aplica sobre ella una fuerza adicional
proporcional a la distancia x respecto a la posicion de equilibrio del oscilador, que actua hasta
el instante de tiempo ¢ = T'. Dicha fuerza deriva del potencial:

V(t) = —Az?, si 0<t<T,

siendo A una constante pequena. Aplicando teoria de perturbaciones dependientes del tiempo
a primer orden en A, obtenganse las probabilidades de transicion desde el estado fundamental
del oscilador en t = 0 a un estado excitado para t > T. ;Para que valores de T' se maximiza la
probabilidad de transicion?.

Solucion

En t = 0 el estado del oscilador es el estado fundamental |0):

Calculemos la probabilidad de transicion |0) — |n) debido a la perturbacion una
vez transcurrido un tiempo 7. A primer orden en teoria de perturbaciones, dicha
probabilidad viene dada por la ecuacion:

2

cn(T)

P0~>n - ’

donde ¢, (7)) es la siguiente integral:

() = / dt ™t (n [V (1)]0) |

donde ya hemos tenido en cuenta que:

En_EO
Wnop = ——— = Nw.

h




Puesto que:
V(t) = -2 X?, 0<t<T),

la amplitud ¢, (7") viene dada por:

A\ T '
) = 2 / dt ¢t (n| X2|0) .
0

Para calcular el elemento de matriz del operador X? que necesitamos, recordemos
que el operador posicion esta relacionado con los operadores de creacion y aniquila-

cion en la forma:
h
X =4/ n.
2muw (a+a)

Por consiguiente, tras elevar al cuadrado, podemos escribir:

h
X? = a*> + (a")? +aa' +d'a) .
2mw ( (al) )
Teniendo en cuenta que a|0) = 0, obtenemos:

X210y = % [(aT)Zl()} + aawo>] .

Por otra parte puesto que, en general, se tiene:
af|n) = Va+1ln+1) aln) = Vil - 1),
se sigue que:

a'0) = [1) = (a")?|0) = o' |1) = V2[2),

aa0) = all),
y entonces:
h
X?0) = —— [V2]2) +0)] .
0) = 5——[v2[2) +10)]
Por lo tanto, solo son distintos de cero los elementos de matrix de X? siguientes:
n—0 — (0[X2)0) =
2mw
h

n=2 = (2|X?|0) =

V2mw '

Solo el segundo de estos elementos de matriz induce una transicion entre el estado
fundamental y un estado excitado (la transicion |0) — |2)). Usando el elemento de



matriz que acabamos de calcular, obtenemos la amplitud:

ix h r ix  h e T
T - - dt 2wt - = —
CQ( ) h \/5 mw /0 ¢ h \/i mw 2w lo

A 1 . A 1
_ ! — <@2WT — 1> _ — T 2isen (wT) .
V2mw 2iw V2 mw 2iw
Simplificando esta expresion obtenemos:
co(T) = ie™” A sen (wT)
? V2 mw?
La probabilidad buscada es:
2 22 )
Pyyo = ‘CQ(T) = 5oz isen (wT)

Esta probabilidad se maximiza cuando sen (w7T) = =£1, que corresponde a tiempos
T ="1T,, con:

1
pr:<p+§)7T p=20,1,2,---

[2] Una particula esta confinada a moverse en un pozo unidimensional 0 < z < a de anchura a
bajo la accion del potencial:

22 | s 0<a<y,
Viz) = q2W(1—-2), si s<z<a,
00 si r<0,x>a.

Supongase que V; es una constante pequena. Utilizando teoria de perturbaciones, calculense los
niveles de energia a primer orden en Vj.

Solucion

Los autovalores de la energia y las correspondientes funciones de onda para el
problema si perturbar son:

2 2
go_ Mmoo 00 = /2 sen ("2
" om a? n a a /'




conn =1,2,---. A primer orden las correciones de los niveles de energia son:

" - / b= [T+ [ -
sl [ e ()i [ (1 D ()]

Si definimos las integrales I e I como:

a/2 a
Ilz/ Esen2(mm>al:1: , ]25/ (1—£) sen2(@>dx
0o @ a a/2 a a

entonces:

4V

E, = [Il +[2]

Para calcular las integrales I; e I, hagamos un cambio de variable de integracion,
de la variable z a la nueva variable &:

=" pdr = (i>2d§.

a nm

Entonces, I viene dada por:

1 21 €=
I, = 5 — / Esen?6d¢ = ¢ [% ~ 3 cos(2§) — %sen(%)k_; =
a [17”L27r2 1 () 1nm (n7) + 1}
= - — — cos(nmw) — ——sen (nw - .
nr? a4 g oV T 8
Simplificando, obtenemos:
a a
L=y 9 (1 1 ">
! 16 + 8n? 2 + (1)
De la misma forma, I, toma la forma:
I, = e (1 i) sen “€ d&
nm nw nm

La primera de las integrales en I es:

e, € sen(28)1é=m nm  nm nw
= g ,
/l sen"Cds =13 4 e T2 T4 T 4

nw
2



mientras que la segunda de ellas es:

nm 2 t=nm
/n; Esen?Edé = [% ~ 3 cos(2§) — %SGH (%)LGzﬁ =
2,2 9 Ln’m® 1 1
) 2y 1 )+ o -
3 1
16 3

Sumando estos dos ultimos resultados, llegamos a:

B= [ - (e - 50 c)] -

a
o2, % -
4 16 8n27r2<

y simplificando obtenemos:

]_a+ a
27 16 8n2 2

(1 + (—1)”) =1

Podemos ahora usar estos valores de I; e Iy para calcular las correcciones a primer
orden de los niveles de energia:

B = 25+ g (1 0]

Simplificando esta ecuacion, llegamos a la siguiente expresion para la correcion a
primer orden F}:

1
E"_VO2+ n? w2

1 1+(—1)"]

Esta correcion depende de si el numero cuantico n es par o impar. Mas explicita-
mente:

1 2
E’}L:‘/O §+n27r2]’ (n:173>5"")7
%
E, =, (n=2,4,6,---)



[3] Sea un oscilador arménico con hamiltoniano

P? 1
H(] = % + §mw2x2.
Este se perturba con un potencial
H=Hy+V, V(z) = Mw %x

Encuéntrese los autovalores y autovectores del hamiltoniano a primer orden no nulo en A.
Encuéntrense los autovalores y autovectores exactos.

Solucion

A orden cero en )\ los autovectores y autovalores del hamiltoniano son

1
Holn) = EQ|n) | EO — hw<n+§> .

Puesto que para el oscilador armonico:

podemos escribir V' en la forma:

V= Ahw [ " (0t al) = V:A\;‘;(amf)

2mw

Calculemos los elementos de matriz de V' teniendo en cuenta que a|n) = \/n|n — 1)
y atln) = vn +1|n +1):
hw Ahw

Vin) = Aﬁ laln) +alln)| = 7 Vil = 1)+ Vit 1n+1)]

Entonces: ‘A
w
(mlVin) = == [ﬁam,n,l + vt 15m,n+1] .

Por consiguiente, los elementos diagonales de matriz de V' se anulan:
(n|Vin) = 0.

Se sigue entonces que las correcciones a primer orden en A de los niveles de energia
son nulas:
EV =0.

n




Los elementos de matriz no diagonales de V' que son diferentes de cero son:

(n—1|Vin) = % (n+1|Vin) = %\/n—kl.

Por lo tanto, la correccion a segundo orden de los niveles de energia es:

=1V |? . [(n+1V|n)|”

- 5%,

B =3 |(k|V )|

0) 0 0 0
o ET(L E( E'r(z) _ E( )

n—1

_ A2 h% w? [£ _ n+1}
2 hw hw 1

Simplificando, obtenemos:

2
" 2

Asi pues, hasta segundo orden en ), los niveles de energia son F, = E,(LO) + ET(LQ), es

decir:

1_)\2> (n=0,1,--+)

2

Estudiemos ahora los estados perturbados. A primer orden en \ son:

E, = hw(n—i—

() ~ |n +Z /{7|V|n k) = |n)+ (n —1|Vn) n—1) — (n+1|V|n) 1)

hw hw
k#n o k:
Teniendo en cuenta que
(n—1Vin) A (n+1Vin) A

fiw V2

+1
In) + A\/gm—n - M/”z In+1)

Al ser el hamiltoniano total cuadratico en coordenadas y momentos se podran
calcular los autovalores y autovectores de forma exacta completando los cuadrados.
En efecto, escribamos el hamiltoniano total como:

P? 1 [mw
H = — 2 22 —_—
2m+2mw:1: + ANhw hx

Completemos cuadrados en el potencial total, es decir escribamos:

obtenemos:

Q

[n(A))

1
§mw2x2 + )\hw”%x =a(r+A)?+B =az’+ 2aAzx + aA* + B.
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Comparando los coeficientes de las diferentes potencias de x obtenemos tres ecua-
ciones para los coeficientes a, A y B:

1
a:§mw2, 2aA:)\hw,/%, aA> + B=0.

Entonces:
1 h
A= —Nhwy B2 = =,
mw h mw
1 h hw
B = —alA?> = ——muw?*)\?— = ——)\2,
2 mw 2

2

P? 1 h hw
H——+—mw2<x+)\ —) S
mw 2

Es decir, el hamiltoniano total es el que corresponde a un oscilador con su posicion
de equilibrio desplazada y con una constante aditiva. Por lo tanto los valores exactos
de los niveles de energia son:

1
E, =h ( —)——)\2
wn—|—2 7

que coinciden exactamente con los valores obtenidos a segundo orden en la constante
A

Obtengamos ahora los autoestados de H exactos. Ademas de tener que sumar
una constante, que no cambia sus autoestado, el hamiltoniano exacto se obtiene del
hamiltoniano con A = 0 haciendo la traslacion x — = + A. Ello quiere decir que
las funciones de onda de los estados con energia bien definida para el hamiltoniano
total seran:

Un(x) = (z+Aln) .

Sea T'(A) el operador unitario que realiza la traslacion espacial © — = + A en la
base de coordenadas:

T(A)|z) = |z + A) .
Entonces, dado que TT(A) = T7Y(A) = T(—A), tenemos:

(@ + A = (2| T(A) = (2| T(-4)

y por lo tanto

Un(x) = (2| T(=A)[n) ,



que es equivalente a decir que los autoestados del sistema perturbado son:
[n(A)) = T(=A)n) .

Ahora bien, sabemos que T(A) = exp [ — £ P A]. Teniendo en cuenta el valor de
A obtenido mas arriba, se sigue que:

A
vmwh

Comparemos este resultado exacto con el obtenido a primer orden en la constante
A. Desarrollando la exponencial hasta primer orden en A, obtenemos:

() = exp |i P|n)

A
n(\)) ~ [1 +1 P} n) .
(V) =Pl
Escribamos el operador del segundo miembro de esta ecuacion en terminos de oper-
adores de creacion y aniquilacion:
h A A
P =1 me (aT—a) - i—P:——(&T—a).

mwh V2

Por consiguiente:

(V) ~ |1+ %(a—w)} n) = |n) + )\\/g\n—l) — A ”;11n+1>,

que coincide con el estado calculado en teoria de perturbaciones a primer orden en
A

Q

[4] Un rotor rigido cudntico constrenido a rotar en un plano tiene momento de inercia I y
momento dipolar eléctrico d = u, en el plano. Encuéntrese la primera correccién no nula a sus
niveles de energia en presencia de un campo eléctrico uniforme y débil £ = e

Solucion

El Hamiltoniano de un rotor rigido que gira en un plano con momento angular
L es
L? h? 9*
T2l 200627
donde I es el momento de inercia. La ecuacién de Schrodinger estacionaria conduce
a las autofunciones (normalizadas):
h? 0?1 B 1

—SpaE =Y = ()= ", new,

H o)




y al siguiente espectro discreto

2,2
70 _ h n

" 2I 7’
doblemente degenerado salvo en el estado fundamental pues 1, (6) y ¥_,(0) tienen
la misma energia. El acoplamiento dipolar eléctrico es

H' =—-d-E=—pecosb ,

la debilidad del campo se refleja en € < 1. La correccién de orden O(g) resultante
de aplicar la teoria de perturbaciones es nula,

e 2
EW = (n|H'|n) = —%/ cosfdf=0.
0

Debemos ir al menos hasta orden O(g?),
k| H'|n)|?
E®@ — Z KkIH ) _
n 0 0
2 B 5D
Debemos calcular
[ 2w

2
(k|H'|n) = _5_5 oin=k)0 o9 gp — —HE [ei(nfk+1)6’ 1 ei(nfkfl)e] do
T Jo T Jo

€
= —% [0kn+1 + Okn—1]

resultado que, introducido en la ecuacion anterior, lleva a
2O _ pPe? 21 1 N 1 _ pre?l 1 .
" 4 R |n?P—(n-12 n?>—(n+1)2 h? 4n? —1
La energia resultante a orden cuadratico es por consiguiente
B - h*n? n pre?l 1 7
21 h? 4n? —1
manteniéndose la doble degeneracién, F_, = E,,.

[5] Considerese una particula moviéndose en el plano zy bajo la accion del potencial

1
Viz,y) = ma(@® +y°) + fme’ey,

donde w es la frecuencia del sistema y 3 es una constante pequena.

(a) Calcilese al primer orden no nulo en § la energia del estado fundamental.

(b) Lo mismo para el primer estado excitado.

10




Solucion

El sistema es un oscilador armonico bidimensional perturbado por el segundo
termino, siendo [ la constante que determina la magnitud de la perturbacion. In-
troduzcamos operadores de creacion y aniquilacion para las coordenadas x e y:

h
2mw

h
2mw

p= i (atal) . =\ + ).

El hamiltoniano no perturbado sera:

1 1
Hy = M(alaw + 5) + hw(azay—l— 5) ,

donde los operadores a, y al conmutan con ay y aL, tal como corresponde a dos
osciladores armonicos desacoplados. Los autovalores de Hy dependen de dos numeros
no negativos ng, y ny:

Hy|ng,ny,) = hw(nz+ny+1) Nz, ) Ng,my = 0,1,
Asi pues, los niveles de energia del sistema no perturbado son:
0 —
EY, = hw(n,+n,+1) .
Denotemos por V; a la perturbacion, es decir:

Vi = ﬁmway.

En terminos de los operadores de creacion y aniquilacion:

h
‘/] = Bm(ﬂQ 2% 0 (az + al) (ay + (l;;) )

y simplificando obtenemos:
hw
Vi = ﬁ7<ax + al) (ay + af)

(a) El estado fundamental no perturbado es |0,0), cuya energia es Eé?g = hw. Para
obtener como cambia debido a la perturbacion estudiemos como actua V; sobre el:

hw hw

2

Entonces:

hw

11



Asi pues, la correccion de primer orden a la energia del estado |0,0) es nula y la
energia a segundo orden es:

Fo(B) ~ hw + Vi O _ (5@)2(L) .

Simplificando, obtenemos:

(b) El primer nivel de energia excitado no perturbado es degenerado y esta formado
por los estados |1,0) y |0,1). Sobre estos estados la perturbacion V; actua como:

Vi [1,0) = ﬁ%(am + al) (ay + a})[1,0) = 6%(% + al)[1,1) =

- 6% [10,1> +V2)2,1)

| IS

?

Vi0,1) = B% (az + al) (ay + al)|0,1) = B% (az + al) [[0,0> + V2], 2>] =

fuww
= 8~ [|1,0> + x/§|1,2>] .
Los elementos de matriz de V; entre |1,0) y |0, 1) son:
(1,0[V7]1,0) = (0,1[V7|0,1) = 0,
Fuw
<071|V1‘170> = <170H/1’071> = ﬁ? )

de forma que la representacion matricial de V; en este subespacio es:

0 gl
[Vi] =
Bl 0
Los autovalores de esta matriz son las raices de la ecuacion:
hwn 2 hw
>\2—<57) —0, A= £850

Asi pues, a primer orden en [ las energias de los primeros niveles excitados son:
0 hw
Ei(B) = E% 157 :

12



Puesto que Eﬁg = 2hw, tenemos finalmente:

EL(B) = 2hw<1 + g)

Observemos que la perturbacion rompe la degeneracion que esta presente cuando

B=0.

[6] Considerese una particula de masa m, moviéndose bajo la influencia de un potencial arménico

unidimensional )
V(z) = §mw8x2.

Una perturbacion dada por
H; = 2ax cos(wt),

donde « es una constante real que se asume pequena, se enciende en el tiempo ¢t = 0. Suponiendo
que en t = 0, el sistema estaba en el estado fundamental |0), del hamiltoniano sin perturbar,
calculese la probabilidad de transicion p,(t) al estado |n) al nivel més bajo de teoria de pertur-
baciones.

Solucion

La probabilidad de transicion entre el estado |0) a ¢ = 0 y el estado |n) en el

instante t > 0 es: )

Poysiy(8) = |(n, t10)]* = Jea ()]
siendo

t
cn(t) = ——/ dt’ et (n|H; (t)|0) |
0

pues, como en el problema [1], wyy = @ = nwy. Ademas:

(n|H(t")|0) = 2a coswt’ (n| X]0) ,

que, en terminos de los operadores a y a' es

h h h
f — a0y = 4]
so—-latal) = (nX|0) = /5 (n]a')0) 5 Ot

Se sigue por tanto que esta perturbacion solo induce la transicion |0) — |1). Nece-
sitamos calcular ¢ (t), que es igual a:

l h K -
c(t) = —-2a —/ dt' e " coswt’ .
h 2mw J,
13
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Calculemos la integral

t t
. ’ 1 . ’ I )
/ dtlezwot coswt = _/ dtlezwot |:€zwt + e—zwt] _
0 2 0

1 ei(wo—i-w)t' v=t 1 ei(wo—w)t'
2 i(wo + w) o 2 i(wg — w) o
_ 1 |:€i(w0+w)t o 1:| + |:€i(wofw)t 1:| _
2i(wo + w) 2i(wg — w)
P20ty T _
_ e’ sen(w0+wt)+€ - sen(w0 wt).
wo +w 2 Wy — W 2
Entonces
L wotw Lwp—w
2 |etTot wo +w ez ! Wy — W
c1(t) = —tay/ —— sen ( t) sen ( t)
1(t) mhw | wy + w * Wy — W 2
y la probabilidad pedida es Py_n)(t) = !cl (t)|2. Si wg ~ w el segundo termino es

el dominante. En este caso:

2 [ wo—w
2@2 Sen (T t)
Poyom(t) = —- :

(wo — w)

[7] Considérese una particula de masa m en un pozo infinito de potencial

] <
V(m):{ 0 si0<z<a

x stix<0ox>a

La particula esta a tiempos t — —oo en el estado fundamental. Se somete a una perturbacion

pequena
gy = Mooy
Ta ’

donde A < 1 y donde 7 es una constante positiva con unidades de tiempo. Calculese la proba-
bilidad de encontrar a la particula en el primer nivel excitado para t — oc.

Solucion

14




Las autofunciones del hamiltoniano no perturbado y sus correspondientes auto-
valores son:

2  nmw h? 72
wgz\/jsen—, EY = 2n2, n=12---
a a 2ma

La probabilidad de transicion |1) — |2) inducida por Hj es:

1
2

P1—>2 -

+o0 ) 2
/ dtent 2 Hy (1))

o0

Calculemos el elemento de matriz de H;:

Ay M e [T 00" 0
QUH D) = 2 e @ 2Ix]1) = Ze dz [¥8(2)] 2 ul(e) =
Ta Ta .
A 2
= AR e~/ 2 / dr zsen % sen 2L
Ta a J_ o a a
Teniendo en cuenta que:
/+°° T 27z 8 a?
drxsen—sen —— = —— |
e a a 97
obtenemos:
2\h 8a? 2 16 AR 2
NH ()1 — <_ > —t/r? — _ —(t/7)?
RIE W) T a? 92 ¢ 97?27'6

La probabilidad buscada ser pues:

1 167 ’ oo ’
P twart . —(t/1)?
12 h2 [ 971'27—] [/oo dte ne (/)] '

A partir de la formula general de las integrales gausianas:

+oo 2
/ dt = exp[—at® + bt] = \/Eeia ,
o a

con a =72y b= iwy, obtenemos:

too ; 2 w3
/ dt et =W — \frre i .

o0

Por lo tanto:
(16)°N° 5 w32 256A° .3\
= — = ——e¢ )
92 rdr2 8173

15



Teniendo en cuenta que:

EY — EY 3m2h . w3 9rih?
w ey = _— = —
2 h 2m a? 2 8m2at’

obtenemos finalmente

256 \? _omtn? 52

1—2 —

[8] (Modelo de Jaynes-Cummings) Considérese un sistema compuesto por un oscilador arménico
con frecuencia angular w, y un sistema de dos niveles. El hamiltoniano del sistema estd dado
por

H = Hr + Ha + Vvv

donde H, es el hamiltoniano del oscilador armoénico

1
H, = hw,(a'a + 5),

H, es el hamiltoniano del sistema de dos niveles

donde o, es la matriz de Pauli y w, > 0. El término V' es un acoplo entre los dos sistemas, dado
por
V =hgla'o_ + acy),

donde o4 estan dadas por

o =3 (0, £ioy).

(a) Calcilese, al nivel no nulo méas bajo, las energias propias del sistema en el caso w, # wy.
(b) Lo mismo para el caso w, = w,.

Solucion

(a) Queremos estudiar este problema en teoria de perturbaciones en la constante
de acoplo g. Para ello analicemos en primer lugar el sistema desacoplado con g =
V = 0. Los autoestados del hamiltoniano en este caso son productos tensoriales
de los del oscilador y la matriz o,. Denotemoslos por |n,o), donde n = 0,1--- y

16




o = +1. Los |n, o) satisfacen:

(H,+ H,) |n,o) = E© In, o),

n,o

donde los niveles de energia EY = son:

1N Fws
EY = h(n+3) + S0 (0.1)

Supongamos ahora que g # 0. A segundo orden en teoria de perturbaciones los
autovalores de la energia son:

/ / 2
(7, o' |V]n, o)

E?Qg' - E((/)) /

n',o

Eng - ET(LO()j + <n,0"V"rL,U> + Z

’ ’

n',o'#n,0

Para obtener como actua la perturbacion V sobre los estados observemos que las
matrices o, y o_ son:

(01 (00
7+~ \o o) - =\1 0/
Escribamos como actuan estas matrices actuan sobre los vectores de la base {|+),|—)},
donde:

Se tiene:
o) =0, oil=)=1[+), o |H)=[-), o |)=0.
Puesto que a'|n) = v/n+1|n+1) y que aln) = /n|n — 1), se tiene:

Vin,+) = hg(alo- + aoy)|n,+) = hgvn+1n+1,-),

4 |7’L, _> = hg (CLTU* + CLO’+) ’na _> = hg \/ﬁ|n - 17 _> :
Se sigue entonces que los elementos de matriz diagonales son nulos:
(n,o|Vin,o) = 0.

Por lo tanto la correccion de primer orden en V' de los niveles de energia es cero.
Los unicos elementos de matriz de V' no nulos son no diagonales y estan dados por:

17



Entonces:

[(n+1,—[VIn, +)|”

En-‘r = E7(102r 0 0 )
ES, —EQ,
2
n—1,+|Vin,—
B = Er(Lo)f ’< (0) | (’o) >‘
En,f En—l,—i—
Pero:
Ejlozr —Eﬂlf = h(we —wr) , E\ _Er(z@ur = —h(wa —w;)

Si definimos la diferencia de frecuencias A como:
A= w, —w,
entonces:

hg? hg?
0 0)
En,+ = ET(L,)+ + T(TL —|— ]_) , Env_ = E?S,f — T mn .

Usando los valores de los niveles de energia no perturbados floi se puede probar

facilmente que:

EL, + %92(71+1) — h(wr—i—gZ)(nJr%) + §<wa+gz> :
[ R0

Entonces, a order g2, los niveles de energia son:

2 2

E,, = h(w—i—o%)(n—i—%) + g <wa0 + gz)

Esta expresion solo es valida si A = w, — w, # 0.

(b) Estudiemos ahora el caso resonante con A = 0 o, lo que es lo mismo, w, = w;.
En este caso los niveles de energia del sistema sin perturbar son:

1
Efl?(),:hw[n—i— ;U} (W= wr =w,)

Por lo tanto:
0 0
B, =BY, = ho(n+1).
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Entonces los estados no perturbados |n,+) y |n + 1,—) estan degenerados. Para
estudiar la influencia de la interaccion V' tendremos que considerar la teoria de
perturbaciones degenerada. En el subespacio {|n,+),|n + 1, —)} los elementos de
matriz de V' son:

n,+|Vin,+) = (n+1,—|Vin+1,—) =0,

<n + 17 _|V|n7 +> = <n,—|—]V!n + 17 _> = hg vn+1.
Es decir la matriz correspondiente a V' en este subespacio es:

V] = (hg\/(;m hg\/gm) |

La correccion al nivel de energia no perturbado Eflo) = hw(n + 1) vendra dada por
los autovalores A de V', que son solucion de la ecuacion

. B B —A hgvn+1\ _ o 9
0 = det(V — Al) = det (hg\/n—ﬂ T >—/\ (hgvn+1)°,

es decir

A= +hgvn+l1.

Entonces los niveles de energia son

E,+ =h w(n+1):|:g\/n+1] n=01,---, W=w, = w, .

[9] En el modelo de Jaynes-Cummings del problema anterior, considerese la transformacion
unitaria

H =U'HU,

donde
U:e%S7

con A =w, —w, A0y S =alo_ —aoy.
(a) Calcilese H' a segundo orden en g/A.

(b) Encuéntrese los autovalores y autovectores exactos de H.

Solucion
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(a) Veamos como el hamiltoniano de este sistema se puede diagonalizar por medio
de una transformacion unitaria. Observemos primero que S es un operador antiher-
mitico:

St =ary —d'o_ = -5
Entonces UT = ¢ 2% = U1, lo que demuestra que U es efectivamente unitario.
Utilizando la formula de Baker-Campbell-Hausdorff calculemos H’' hasta segundo

orden en g:
g9 g 1
H = e 3Hex = H + [L,H] + 5[L, (L, H]] ,

donde hemos definido L = —£.S. Obtengamos los diferentes conmutadores en esta
ultima expresion usando

[O'+, J—] = 0, [Uza U:I:] = :l:QO-:I: )

ademas de [a,a] = 1. El primer conmutador que necesitamos es:

(L, H] = —%[S,H] - —% [[S,HT] VIS, Hy + [S, V]} .

Obtengamos los diferentes terminos del segundo miembro de esta expresion. El
primero de ellos es:

1
[S,H,] = |a'o_ —ao, , hw.(aTa + 5)} = hwr<a_ [a", a"a] — oyfa, o a]) =

= hw, (a, a'[a’,a] — o4 [a,a] a>

Es decir:
S, H,| = —hw,,(a_ a' + oy a> = Yy
g
Ademas:
hw, hw,
S.0,] = [alo- —ao,, Zto.| = St (alfo-, 0] — afor, o)

que despues de utilizar el conmutador de o4 con o, se convierte en:

(S, H,| = hw, <aTa, + aa+> = %V

Por ultimo calculemos el conmutador de S 'y V:

[S,V] = hgla'o_ —ao, ,a'oc_ +aoy] = hg ([aTcr_, acy] — laoy, CLTO'_]> =

=2hgla'o_, aocy] = 2hyg (aTaa,a+ — aaTa+J,) .
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Usando en el ultimo termino de esta ecuacion que aa’ = [a, al] +a'a = 1+ ala,
obtenemos:
[S, V] = 2hg[a7a(a_a+ —o0,0.) — O'+O'_i| .

Pero [o_, 0] = —0,yo,0_=(1+0,)/2y por consiguiente podemos escribir:

1
S, V] = —2hg |~

+ aTaaZ]

Entonces, el conmutador [L, H] que buscamos es:

a Yr 1 z
S e \%4 —2hg< —;U +aTaaz>] )
g

[L7H] = _Z

Teniendo en cuenta que A = w, — w, podemos escribir esta ultima expresion en la
forma:

2hg? <1 + o,
A 2

Obtengamos ahora el siguiente termino en la expansion de Baker-Campbell-Hausdorft:

[L,H] = =V + —I—aTaaz>

quﬂnz—iﬁ&wﬂﬂz

_9
2A

2hg? (1 + o,

[S, -V + A 5

+ aTaUZN .

N[ —

El segundo termino en el conmutador da una contribucion de orden ¢. Puesto que
estamos calculando el hamiltoniano transformado hasta orden g2, la despreciaremos
y escribiremos simplemente:

1 g 9 1+o0, t
SIL L H]) = S5 18,V] = S5 (—2hg) | +alac.]
que una vez simplificado da:
1 hg? [1+0
—[L,[L,H| = ——= = f
L L H) = == =57 + alao|

Teniendo en cuenta todas las contribuciones que hemos ido obteniendo, podemos
escribir H' como:

H =H-V+

2h92(1+02 4o > h g* [1+UZ
a'ac,) — ——
A 2 A 2

Teniendo en cuenta que H — V' = H, 4+ H,, el hamiltoniano transformado se puede
poner en la forma:

+ aTaaz} i

5 7T A

2
H = hwr(afa—i-%) + e hy [ln;az

+ aTaaZ]
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Observemos que H' es diagonal en la base de los estados |n, o). Observemos tambien
que H' se puede poner en la forma:

2 2 2

H' = h(w + gg@) a'a + g (wa + %)az + %z(w + %)

A partir de esta ultima expresion es inmediato concluir que los estados |n, o) son
autoestados con energia:

2 h 2 h 2
oo oo S Do B B)
paran = 0,1,2,--- y 0 = £1. Puede comprobarse facilmente que estos niveles de

energia coinciden con los obtenidos en el apartado (a) del problema anterior.

(b) Vamos a resolver exactamente el problema de autovalores del hamiltoniano com-
pleto. Para ello obtengamos como actua H sobre los estados |n,+) y [n+ 1, —):

Hin,+) = [hw(n+%) + h;] n,+) + hgvn+1|n+1,-) .

Teniendo en cuenta que w, = A 4+ w,, podemos escribir esta ultima expresion en la
forma:

Hn,+) = [th(n+1) + %} In,+) + hgvn+1jn+1,-)

De la misma forma

Hin+1,-) = [th(n-I—;) -

hw,
2

[In+1,2) + hgvnFTin,+) |

que puede ponerse como:

A
Hin+1,-) = [hwr<n+1) — %] In+1,—) + hgvn+1|n,+)

Es decir que el resultado de actuar con H en el subespacio {|n,+),|n + 1,—)} se
mantiene en ese subespacio:

In, +) In, +)
H - Hn )
In+1,—) In+1,—)

siendo H,, la siguiente matriz 2 x 2:

wr(n—l—l) + % gvn+1
H, = h
gvn—+1 wr(n—kl) — %
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Observemos que el estado |0, —) no esta incluido en estos pares de estados {|n, +), |n+
1, —)} para ningun n. Se puede comprobar que es un autoestado del hamiltoniano
total. Ello es debido a que V|0, —) = 0. En efecto:

V|Oa _> = hg [GTO-— |07 _> + aoy |07 _” =0.

Entonces:

hew,  hw,

2 2

HI|0,—) = ( )|0>_>'

Es decir:

hA
H‘Oa _> = _7 ‘Oa _>

De hecho |0, —) es el estado fundamental del sistema. Para obtener el resto de
los autovalores escribamos H,, en la forma:

hA
H, = h(n+1) w1+ hgvyn+1lo, + 5 0=

donde I es la matriz unidad 2 x 2. Reescribamos de manera conveniente los terminos
de H,, que contienen las matrices de Pauli o, y 0,. Sea N el siguiente vector unitario
en el plano zz:

N:(sene,o,cose), N-N=1.
Escribamos: A Fo
hgvn+1lo, + — o, = n]\7-5,

2 2

donde hemos introducido w,. Para determinar el angulo 6 y w, observemos que,
igualando los coeficientes de o, vy 0, tenemos:

hw
T"sen@ = hgvn+1,

[\
[}

Dividiendo estas dos ultimas ecuaciones obtenemos:

2gvn+1
A Y

tanf =

mientras que sumando sus cuadrados llegamos a:

hwn\2 55 o A?

Entonces:

Wn = V/A2+4g2(n+1)
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Los autovalores de N - & son 1 (pues N-N = 1). Asi pues, los autovalores de
hgvn+1lo, + %az son j:%, es decir:

A2
ih\/j+92(n+1).

Los autovectores de N - & se pueden obtener de las formulas generales validas para
cualquier N. Si ponemos:
N - (_7"TL:|:> = :|:|n:|:> s

entonces:
0 0 0 0
Iny) = cos 3 |n, +) +sen 5 In+1,—) , In_) = —sen 3 |n, +) + cos 3 In+1,—) .
Claramente los vectores |ny) diagonalizan la energia:
Wn
Hulns) = B ((n+ Dy + ) Ins) = Bu fns)

siendo F,_ los niveles de energia buscados:

(n=0,1,---).

A2
E,. = h[wr(n—l—l)j:\/Ing?(n—l—l)

Como comprobacion se puede verificar que, a segundo order en g,
ETL+ = n,+ + 0(93) ) En_ = n+1,— + 0(93) )

siendo E,,  (En+1,-) la energia del estado |n, +) (|n+1, —)) calculada en el apartado
anterior.

[10] Un oscilador armonico unidimensional perturbado tiene el siguiente hamiltoniano:

p? 1 P
H=—+ -—mw"X* 4+ AcoshX ,
2m 2
siendo \ una constante pequena. Calculese a primer orden en \ la energia del estado fundamental

del oscilador.

Solucion

Sea V = Acosh X. La energia del estado fundamental a primer orden es:

hw
By = = + (0[V]0) .
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Tenemos pues que calcular el siguiente valor esparado en el estado fundamental no
prturbado del oscilador:

(O[V[0) = A (0] cosh X|0) = %[<0|6X|o> + (0l X0)] .

Vamos a calcular en general el valor esperado (0]e®¥|0), siendo a una constante
arbitraria. Efectuaremos este calculo por dos metodos distintos.

Metodo 1

Expresemos X en terminos de los operadores a y a':

| h
- T
X 7 (a+a').

X

Para calcular el valor esperado de e** en el estado fundamental apliquemos la iden-

tidad de Glauber:

1
A B _ ,A+B ,3[AB

ete” = e e,
con:
h h
A = T B = -
“Nomw® “Va2ma
Puesto que entonces:
1 a®> h ha?
—~[A,B] = — ——da', a] =
2[ Bl 22mw[a’a] dmw’

entonces, se tiene:

ha? /T /[ h
eaX —= 6477?w ea 2”nfw.1 CLT ea 27:7,1,\10' .

Teniendo en cuenta que:

a0y =0 = e Vazolo) = |0),

Ot =0 = (0]e"Vam = (0.

Por lo tanto:

ha?

<0| eaX|0> = e4dmuw

Metodo 2
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Trabajemos en la representacion de posicion:

1
mw\z _mw 2
<;p|0> = @Z)O(ZE) — (ﬂ_h>4e ah L0
En esta representacion, tenemos:

(0] e*X|0) = /_+°de\¢0(;1;)]2@&$ _ (@)51,

o0

donde I es la siguiente integral gausiana:

+oo
I :/ dp e~ 5w e

o0

Para calcular I completemos cuadrados en el exponente del integrando:

Am2w? h

mw mw/ , ah mw ah \2 o h? mw
e = S (et - ) = T )

h mw " 2mw

mw ah \2 o’h
- ——(x— ) .

h 2mw dmw

Entonces, la integral gausiana I se puede calcular facilmente, con el siguiente resul-

tado: )
mw\ —2 o%an
I = (—) edmw
mh
Por tanto: ) )
mw\z /Mmw\ "2 o?h a2h
0l e*X10) = <_> <_> gime = elmw |
(0] e 0) — -

que es el mismo valor que el obtenido por el primer metodo. Tomando o = 41 en
este valor esperdo, obtenemos:

(0] e¥]0) = (0]e=¥|0) = emms .

Asi pues:
h

OVI0) = 22ews — Aews |
2

y la energia del estado fundamental del oscilador a primer orden en A es:

hw
EJQZT—F)\Bﬁ
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[11] Sean a y a' los operadores de aniquilacion y creacion de un oscilador armonico unidimen-
sional. Supongase que el hamiltoniano de un sistema es H = Hy + V, siendo:

Hy = hwa'a , V:)\(aaTa+aTaaT),

donde w y A son dos constantes reales. Aplicando teoria de perturbaciones en la constante A,
encuentrense los autovalores y autofunciones de H a primer orden no nulo en \.

Solucion

Sea |n) el estado tal que a' aln) = n|n). Entonces:

aa'aln) = vnaa'ln—1) = najn—1) = nt n—1),

a'aa'|n) = Vn+1ld'aln+1) = (n+1)dl|n) = (n+ 1)% In+1) .
y el potencial V' actua sobre un estado |n) en la forma:
Vin) = Anz|ln—1) + A(n+1)2 [n+1) .
Por consiguiente, los elementos de matriz de V' son:
(m|VIn) = An2 (mln — 1)+ A(n+1)2(mn+1) = An26mn1 + A0+ 1) 20001 -
Entonces, los elementos de matriz diagonales de V' son nulos:
(n|Vin) =0,
lo cual implica que la correccion a primer orden en teoria de perturbaciones es nula:
EWD =0.

Estudiemos la correccion a los niveles de energia a segundo orden. Para ello necesi-
tamos saber cuales son los elementos de matriz no diagonales distintos de cero, que

son:
(n—1V|n) = An? | n+1Vin) =A(n+1)2 .
Entonces, si EBY = hw(n + %) son los niveles de energia a orden cero en A, tenemos:
2 2 2
B0 =Y [(EVIm|™ [ —1VIm)[" | [+ 1V
no 0 0 0 0 0 0 B
250 50 - 50, | BB,
)\2

- ﬂ[n?’ - (n+1)3] .
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Simplificando, obtenemos:

2

A
E® = ——<3n2+3n—i—1> .
hw

Por lo tanto, los niveles de energia hasta orden A\? son:

1 N,
En—hw(n—l-é)—%(?)n —|—3n+1>, (n=0,1,2,---).

Los estados perturbados a primer orden en A son:

VD) Vi) 1V

EO _ g0 o n=1) o, ntL

(V) = [n) +

k#n

Substituyendo los valores de los elementos de matriz de V' calculados mas arriba,
obtenemos:

Njw

An2 A(n+1)

In(\) = |n) + Em— 1) — — n+1) .
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